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• Sia a un elemento di un anello R. Consideriamo R′ = R[x]/(ax −
1). Denotiamo con ϕ la mappa data componendo R → R[x] con la
proiezione R[x]→ R′. Provare che
Ker(ϕ) := {b ∈ R|∃n tale che anb = 0}.
Dedurre che ϕ e` iniettiva se R e` un dominio.
• Sia p ∈ Z un primo. Dato un qualunque intero a ∈ Z poniamo
vp(a) := esponente associato a p nella decomposizione in fattori primi di a.
Definiamo la valutazione p-adica sul campo dei numeri razionali come
la funzione
vp : Q→ Z, vp
(a
b
)
:= vp(a)− vp(b).
Poniamo inoltre vp(0) =∞.
1. Mostrare che per qualunque x, y ∈ Q \ {0} si ha vp(xy) = vp(x) +
vp(y).
2. Se x 6= y provare vp(x+ y) ≥ min{vp(x), vp(y)}.
3. Definiamo
op := {x ∈ Q|vp(x) ≥ 0},
mp := {x ∈ Q|vp(x) > 0}.
Mostrare che op e` un sottoanello di Q di cui mp e` un ideale
massimale.
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4. Definiamo
Z(p) := {a
b
∈ Q : p - b}.
Mostrare che op = Z(p) e mp = pZ(p).
5. Riconoscere a quale campo e` isomorfo op/mp.
• Si considerino α = 5i − 1 e β = 7 + 4i elementi di Z[i]. Esibire un
isomorfismo esplicito fra Z[i]/(α, β) e Z13.
• Si consideri α = 9i − 19 ∈ Z[i]. Esibire un isomorfismo esplicito fra
Z[i]/(α) e un anello noto. Utilizzare il procedimento risolutivo dell’e-
sercizio per dimostrare che dato I ideale, l’anello Z[i]/I e` isomorfo a
un anello finito.
• Consideriamo A ∈ M(n,C). La scelta della matrice A definisce una
funzione
ϕA : C[x]→M(n,C), ϕA(p) := p(A),
dove p(A) := a0In + a1A+ . . . anA
n se p(X) = a0 + a1x+ . . . anx
n.
1. Mostrare che ϕA e` un morfismo di anelli.
2. Provare che esiste un polinomio monico qA di grado minimale tale
che qA(A) = 0 e tale per cui, se p(A) = 0, si ha qA | p. Il polinomio
qA si dice polinomio minimo associato ad A.
3. Il teorema di Hamilton-Cayley afferma che ogni matrice A ∈
M(n,C) annulla il suo polinomio caratteristico pA, ovvero pA(A) =
0. Dedurne che il polinomio minimo divide sempre il polinomio
caratteristico.
4. Supponiamo A abbia ordine 2 e soddisfi la seguente equazione
polinomiale: X2 − 3X + 2I = 0. Determinare i possibili poli-
nomi minimi di A. Mostrare che A e` sempre diagonalizzabile e
descrivere la forma diagonale associata.
• Sia R anello commutativo e unitario. Un sottoinsieme S si dice molti-
plicativo se 1 ∈ S e per ogni u, v ∈ S si ha uv ∈ S. Dato un insieme
moltiplicativo S, possiamo definire la seguente relazione
(a, s), (a′, s′) ∈ R× S, (a, s) ∼S (a′, s′)⇔ ∃u ∈ S : u(as′ − sa′) = 0.
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1. Provare che ∼S definisce una relazione di equivalenza su R× S.
2. Denotiamo con a
s
:= [(a, s)]∼S la classe di equivalenza di (a, s).
Poniamo
R′ := S−1R = {a
s
|a ∈ R, s ∈ S}.
Possiamo definire due operazioni su R′ come segue
+ : R′ ×R′ → R′, a
s
+
a′
s′
=
as′ + a′s
ss′
,
· : R′ ×R′ → R′, a
s
· a
′
s′
=
aa′
ss′
.
Mostrare che queste operazioni sono ben definite e danno a R′
una struttura di anello. L’anello R′ si chiama localizzazione di R
rispetto all’insieme S.
3. Determinare se i seguenti anelli sono localizzazioni rispetto a sot-
toinsiemi moltiplicativi opportuni.
R′ = Q, R′ = Z(p), R′ = Z[
1
p
]
con p ∈ Z primo.
4. Se R e` un dominio e S = R \ {0} la localizzazione di R rispetto a
S e` esattamente il campo dei quozienti Q(R). Descrivere Q(C[x]).
• Sia RN := {α| α = (an)n∈N successione reale}. Possiamo munire RN di
una struttura di anello rispetto alle operazioni
(α + β)n = an + bn, (α · β)n = anbn
dove α = (an)n∈N e β = (bn)n∈N. Definiamo
R := {α = (an)n∈N|∃n0 tale che an = an0 per ogni n ≥ n0}.
1. Mostrare che R e` un sottoanello di RN.
2. Calcolare tutti i possibili ideali massimali di R.
3. Determinare al variare dell’ideale massimale m, a chi e` isomorfo
R/m.
• Si consideri l’anello R = Z[√−2].
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1. Mostrare che α = 5 +
√−2 e` il cubo di un elemento y ∈ R.
2. Mostrare x+
√−2 e x−√−2 sono coprimi.
3. Utilizzare i punti precedenti per provare che l’unica soluzione a
valori in N dell’equazione x2 + 2 = y3 e` data da (5, 3).
• Si consideri R = Z[ζ3] con ζ3 = e 2pii3 , l’anello i cui elementi sono
Z[ζ3] = {a+ bζ3|a, b ∈ Z}
e con operazioni indotte dall’inclusione di R ⊂ C.
1. Mostrare che R e` un anello euclideo.
2. Dato α = a + bζ3, dare un’espressione della norma N(α) in fun-
zione di a e b.
3. Determinare le unita` di R.
4. Provare che l’equazione x3 + y3 = z3 non ha soluzioni intere
positive (x, y, z), in cui la terna e` coprima.
• Si consideri il campo K = Q(√2,√3) = (Q(√2))(√3).
1. Determinare una base di K come Q-spazio vettoriale.
2. Dedurre la dimensione di K come Q-spazio vettoriale.
3. Mostrare che Q(
√
2 +
√
3) = K.
• Assunta la trascendenza di pi su Q, provare cheuno fra i due numeri
pi + e oppure pi · e e` trascendente.
• Dati a, b interi positivi mostrare che Q(√a,√b) = Q(√a+√b).
• Provare che cos(72◦) ∈ Q(√5) senza usare formule trigonometriche.
(Suggerimento: dimostrare che cos(72◦) = (
√
5− 1)/4).
• Determinare se α = cos(2pi/7) e` un elemento algebrico su Q.
• Contare
1. gli elementi del gruppo
GL(n,Fq) = {X ∈M(n,Fq)| det(X) 6= 0};
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2. gli elementi di
SL(n,Fq) = {X ∈ GL(n,Fq)| det(X) = 1};
3. i sottospazi di dimensione 2 in F3q. Generalizzare al caso di sotto-
spazi di dimensione k in Fnq .
• Sia K = Q( 3√2).
1. Determinare il grado dell’estensione n = [K : Q] e il polinomio
minimo q 3√2.
2. Per ogni elemento a ∈ K, mostrare che la mappa
µa : K → K, µa(x) := a · x
e` un morfismo Q-lineare. Desumere che esiste un morfismo di
anelli
µ : K →M(n,Q)
che realizza K come un campo all’interno di M(n,Q).
3. Poniamo a = 3
√
2. Mostrare che a e` radice del polinomio caratte-
ristico di µa.
4. Generalizzare quanto visto finora. Precisamente, sia F sottocam-
po di K con [K : F ] = n. Mostrare che µa : K → K da-
ta dalla moltiplicazione per a ∈ K definisce un’applicazione F -
lineare. Questo permette di realizzare K all’interno di M(n, F ).
Dimostrare che a e` radice del polinomio caratteristico di µa.
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